Relation générale pourB(x) et définition de la fonctionE(x,y,z,u)

b

Dans le cas réel la poutre est considérée encastrée élastiquement aux appuis. Les raideurs des appuis
sont des constantes positivement définies ( kA et kB). Si ces constantes sont nulles, I'encastrement est
parfait; si elles sont infinies, I'appui est simple; si elles ont une valeur finie, I'encastrement est partiel.

La relation générale pour "0(x)" de la poutre réelle est trouver en partant de la relation générale pour 6(x)
de la poutre equivalente ( poutre simple appuyée chargée avec une charge concentrée intermédiaire "W"
et deux moments aux extrémités M, et Mg).

La relation générale pour 8(x) va dépendre finalement seulement des conditions imposées par l'opérateur

et des raideurs kA et kB.

Les calculs seront détaillés ci-joint.

» Caractéristiques de la poutre:

Moment dinértie:
Longueur de la poutre:

Distance entre I'appui
gauche et la charge:

Module d'Young:

Charge:

| :=520833.33 cm”

L:=7.23m
L
a.=—
2
E:=33.10° N
m2
W :=100000 N



E.l =1.719-10°%N-m? rigidité de la poutre

_ L
oi=——_
3-El
B ::L coéfficients de souplesse de la poutre
6-El (valables pour une poutre a section uniforme)
_ L
y e —_
3-El
0
k =
A N-m
0 raidieurs aux appuis choisies arbitraiment
kg i=——
B N-m

Kk
A 3E
EAT— Epm——ka Ea=0
a L
Kk
B 3E
Ep=— ¢~ B ¢p=0
w::E w=05
L

Pour trouver la relation générale de 6(x) dans le cas de la poutre réelle on part de la relation suivante:

2
MAX RAX (x—a)®w
El  2El 2-El

8(x) =6 p+

ou:
8 5 - larotation totale sur I'appui "A" pour la poutre hypérstatique.
M 5 -le moment total sur l'appui "A" pour la poutre hypéstatique.

R p - laréacton totale sur l'appui "A" pour la poutre hypérstatique.



Les inconnues M, , 8, et R, s'expriment par:

-W-a

(pA::6 = L-(2-L—a)-(L— a)
rotations aux appuis A et B de la poutre simplement appuyée
(' sous le méme protocole de chargement).
— Wa < 2 2>
¢g= AL= &
6-ElL
_ Bog+(v+kpg|oa
M p = / >
<a+kA>-\y+kB>— B
: (o +Kk A
__Boat+(atka)op
Mg i=- -
<a+kA>-<y+ kB>— B
B a=kaMp
Ma-M
Ry=VL-a-—~ "B

Alors 6(x) peut s'ecrire:

W-a 2 2 -W-a W-a ) -W-a
wa s e B'[G-E.LL'(L - &) +<v+kB>.[6_E.|.L-(2-L_a).(L—a) ) W.(L ) <a+B+kA>{6_E.|.L.<L _ &) +<B+y+kB>'[6-E-|-L'(2'L_a)'(L_a) .
a (L2_ / | -Wa . R .
8(x) =k _B[G.E.I.L L a>]+\y+k5> [G-E-I-L (E= (b=t . <G+kA>-<y+kB>_Bz . L [<a+kA>'<y+kB>—82]'L _&
A (a+ka)-(y+kg)- B E-l o
(a+kp){y+kp)-B

Ensuite on va exprimer la relation de 8(x) en fonction des nombres sans dimensions:
kKpi=a€p
kg:=y€p

wi==
L



Alors on peut ecrire:

i (1- o?) - 2:(1+2g) (2- 3.0+ o)

WA~ 4(1+85)(1485)- 1 we

i (2- 300+ ) — 2:(1+ p) (1- o)

e 4(1+85)(1485)- 1 we

On impose aussi:
Pa=l+Ep

Yg=l+ip

Soit alors les deux moments exprimés par:

(
(1-?) - 29 g-(2- 3w+ o) .
M p i= Wa M, =-9.087-10%Nm
A A
Ay pPg-1

14
(2- 30+ ) - 2 51— o) .
M g i= wa Mg =-9.087-10%Nm
B B
Ay ppg-1

14 ( 14
20+ 30— 1)+ 29 51— o) - 29 g2 3wt )

4 abg-1

AM ‘W-a AM =0°N‘m

On peut aussi exprimer "R," en fonction des nombres sans dimensions:

[ 2 2 / 2
20 +3w-1/+2¢Y pA-1-w /-2 g \2- 30+ w
Ra=|(1-w)- w|-W
49 pWp-1

_ 4
R =510"N



La nouvelle ecriture de B8(x) est la suivante:

B-W-a
W

3(x- a)2
L 2

[
80 ::[2-/lpA_1>+6l:|- <1— Q)2>_2.wB.<2—3-0)+(,,)2> (BWa)+| (1 w)— <—2-Q)2-|—3'().)— 1>+2-q,|A \1- Q)2>—2-lIJ B-<2— 3-0.)+0.)2> © -<B'W'a>-3'xz—(x>a)-
\ L 4.qJA.qJB_1 4.l|JA.qJB_1 2

@ L

Soit la variable:
x:=0-L,0.01-L..L position capteur

3L

Xl s

Alors:

8(x 1) =0.027°deg

0.03

0.024

/N
/ \
/ \

A /
\ /

-0.018

N

—-0.03

3%



Remarque: [:W-a - estun nombre sans dimension

Onpose n:=p:W-L

n =5.069-10"
Alors 6(x) devient:
( (
/ X <1— w2> -2y B'<2_ 3-w+ 002> -2:w + 30— 1> +29 A-<1— oo2> -2 g\2- 3wt w2> 2 (x— a)?
8(x) ::[2'\lIJ A~ 1>+6-—]- (N-w)+|(1- w) - |30 - (x>a)-3n-
L 49 pWpg-1 4P AP -1 L2 L2

Le point d'aplication de la charge ( w=a/L) varie entre 1/3L et 2/3L par fraction de L/30.

Soit la variable "w" variant de: 1/3+0/30, 1/3+1/30, 1/3+2/30...1/3+10/30

Soit la fonction:

<1— 22> - 2-y-<2— 32+ 22> (—2-224— 3z- 1> + 2-x-<1— 22> - 2-y-<2— 3z+ 22>

F(x,y,z,u) '=(2:(x— 1) + 6-u)- ]-(n Z)+ [(1— z) - Z[-3n u?- (u>z)-3:n-(u— z)2

4'X'y— 1 4.X.y_ 1
Remarque: x=y, - rigidité sur l'appui "A" z=w=alL - position charge
y=yg - rigidité sur l'appui "B" u=x/L - position capteur

En ce qui suit on va chercher le point sur la poutre réelle ou on obtient la rotation maximale ( en respectant le protocole de chargement).

On part de la fonction définie ci-dessus ou on fait varier la position du capteur (u) pour une position de la charge donnée ( z- connue).
En méme temps on fait varier aussi les rigidités aux appuis.

On a vu déja que la position de la charge varie entre 1/3L et 2/3L sur la longueur de la poutre.
Le point d'application du capteur ( u=x/L) varie entre Om et L=7.23m par fraction de L/16.

Soit la variable "u" variant de 0+0/16, 0+1/16, 0+2/16...0+16/16.



» Position de la charge concentrée intermédiaire au millieu de la poutre ( z=w=0.5).

F(1,1,0.5,u)
F(1,40,0.5,u)

F(100,1,0.5,u)
F(10,20,0.5,u)
F(100,200,0.5, u)

(10000, 10000, 0.5, u)

0.002

0.00175

0.0015

0.00125

0.001

7510 4

510

2510 4

-2510 4

-5.10 4

4

-7510

—0.001

-0.00125

-0.0015

-0.00175

—0.002

0.13 0.19 0.25 0.31 0.38 0.44 0.5 0.56 0.63 0.69 0.75 0.81 0.88 0.94



« Position de la charge concentrée intermédiaire a: a=L/3 ( z=w=a/L=0.33)

0.0015

0.00128

0.00106

8.4375.10 4

6.25.1 4

4062510 4

H(1,1,0.33,u) 187510 4

F(1,40,0.33,u)

(1,100,0.33, u) -313.10 °
F(40,1,0.33,u)
F(100,1,0.33,u) -25.10 4
F(10,20,0.33,u)
F(100,200,033,U)  _ g7 174
(1000, 1000, 0.33, u)

10000, 10000,0.33, u _
H ) 68751674

-9.0625.1G 4

—0.00113

—0.00134

—0.00156

—0.00178

-0.002

0 0.063 0.13

0.19

0.25

0.31 0.38 0.44 0.5 0.56 0.63 0.69 0.75 0.81 0.88 0.94



« Position de la charge concentrée intermédiaire a: a=2L/3 ( z=w=a/L=0.67)

0.002
0.00178
0.00156
0.00134
0.00113
9.0625.10 4
K1,1,0.67,u) 6.875-10 4
F(1,40,0.67,u)
F(1,100,0.67, u) 4687510 4
F(40,1,0.67,u)
F(100,1,0.67,u) 2510 4
(10, 20,0.67, u)
F(100,200,067,u) 313.1G°5
F(1000, 1000, 0.67, u) N
10000, 10000, 0.67, u _
o )1 8751074 : \\
.
-4.0625-10 4 T
-6.2510 4 S ]
-8.4375.10 4
-0.00106
-0.00128
-0.0015
0 0.063 013 0.19 025 0.31 0.38 0.44 05 056 0.63 0.69 0.75 0.81 0.88 0.94
u



» Position de la charge concentrée intermédiaire a: a=2L/5 ( z=w=a/L=0.40)

0.002
0.00175
0.0015
0.00125
0.001
7510 4
K(1,1,0.40,u) 510 4
F(1,40,0.40,u)
K(1,100,0.40, u) 2510 4
F(40,1,0.40,u)
(100, 1,0.40, u) 0
F(10,20,0.40, u)
F(100,200,040,u) 5 574
(1000, 1000, 0.40, u)
10000, 10000,0.40, u _
i ) 5574
-7510 4
-0.001
-0.00125

—0.0015

-0.00175

-0.002

I

P, .

0 0.063

0.13

0.

19 0.25

0.31

0.38

0.44 0.5 0.56 0.63 0.69 0.75 0.81 0.88

10

0.94




« Position de la charge concentrée intermédiaire a: a=3L/5 ( z=w=a/L=0.60)

0.002

0.00175

0.0015

0.00125

0.001

7510 4
F(1,1,0.60,u) 5407
mo, 0.60,u)
i 100.060.0) 251G 4
F(40,1,0.60,u)
'F(100,1,0.60, u) 0

H(10,20,0.60,u)

F(100, 200,0.60, u) -25.10 4

H10000, 10000, 0.60,u) _

510 4

-75.10 4

-0.001

-0.00125

—0.0015

-0.00175

0002 0 0.063 0.13 0.19 0.25 0.31 0.38 0.44 0.5 0.56 0.63 0.69 0.75 0.81 0.88 0.94 1

11



5

-8.1210

-1625.10 4

4

-2.437510

-325.10 4

-4062510 4

K1,1,2,0282) -4875.10 4

F(1,40,2,0.282)

-56875.10 4

F(100,1,7,0.282) -6510 4

F(10,20,7,0.282)

4

-7.312510

(10000, 10000, z,0.282)

-8125.10 4

4

-8.9375-10

4

-9.75-10

—0.001056

—0.001138

—0.001219

_0'001%.33 0.37 0.4 0.44 0.47 0.51 0.54 0.58 0.61 0.65 0.69 0.72 0.76 0.79 0.83 0.86
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-812.10 ®
-1625.10 4
-24375.10 4
-325.10 4
-4.0625-10 4
H1,1,2,0.282) -487510 4
F(1,40,7,0.282)
(1,100,7,0.282) -5.6875.10 4
F(40,1,7,0.282)
F(100,1,7,0.282) -6510 4
(10,20,7,0.282)
F(100,200,2,0282) 500 174
(1000, 1000, z, 0.282)
10000, 10000, 7, 0.282 -
R )_g125.1G7%
-89375.10 4
-975.10 4
-0.001056
-0.001138
-0.001219
-0.0013

0 0.063 0.13 0.19 0.25 0.31 0.38 0.44 0.5 0.56 0.63 0.69 0.75 0.81 0.88 0.94
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Suite: 05/06/2012

Pour plusieurs positions de la charge données sur la poutre réelle ( entre L/3 et 2L/3) on a observé que le point qui correspond & la rotation maximale est u=x/L=0.282 ( soit u=2m).

Pour s'assurer du resultat obtenu on dérive la fonction F(x,y,z,u) en fonction de "u". En égalant cette fonction avec zéro on va trouver le point sur la poutre réelle ( position capteur) ou
on va obtenir la rotation maximale ( en respectant le protocole de chargement).

Alors on obtient:

<—2 +3z- 1> + 2-x-<1— zz> - 2-y-<2— 3z+ zz>
4xy-1

<1— 22> - 2-y-<2— 3z+ zz>
4-xy-1

Z—F(x,y,z,u) =61 -z-[ ]+6-r] -u-[(l—z)— -z]—(u>z)-6-n (u-12)
u

On note:

OI—F(x,y.z,u) =Q(X,Y,z,u)
du

<—2 #+3z- 1> + 2-x-<1— 22> - 2-y-<2— 3z+ zz>
4-xy-1

(1— zz> - 2-y-<2— 3z+ 22>
4.xy-1

Q(X,y,Z,U) ::6.r| -Z-[ ]4—6[’] -u-l(l—Z)— .Z]_(u>z).6.n '(U—Z)

Q(x,y,z,u) =0

Soit la fonction:

Z'l (1— 22> - 2-y.<2— 3z+ 22> 1
. 4-xy-1
U(X,y,Z) T
[1_ [(1_ 2)— <—2 zz+ 3z- 1> + 2:)<(1y—_212> - 2-y-<2— 3z+ zz> ZH

La fonction u(x,y,z) nous fournit la position du capteur ( pour différentes positions de la charge concentrée intermédiaire, z- variable entre O et L ainsi que pour différentes rigidités
aux appuis X,y - variable entre 1 et « ) ou on obtient la rotation maximale.

u(1,1,05) =0.75 u(100,1,05) =0.727
u(1,40,0.5) =0.993 u(10,20,0.5) =0.982
u(1,100,0.5) =0.997 u(100,200,0.5) =0.998
u(40,1,0.5) =0.728 u(1000,1000,0.5) =1
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0.95

0.89 )

0.84

0.79

0.74

ol

0.63

u(1,1,2)

0.58

0.53

u(10,20,z) 047

u( 100, 200, z)

u(1000,1000,z) 0.42

0.37

0.32

0.26

0.21

0.16

0.11

0.053

0 0.071 0.14 0.21 0.29 0.36 0.43 0.5 0.57 0.64 0.71 0.79 0.86
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